
4.1 – Preliminary Theory –   Math 230 
Linear Equations  Warnock - Class Notes 
      
     

An nth‐order linear Initial Value Problem has the form 
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The solution   y x  must 

a) pass through   0 0,x y  

b) have slope  1y  at   0 0,x y   

c) have concavity 2y  at   0 0,x y        

etc. 

 

2 23 3x xy e e x    is a solution to     4 12 0 4 0 1, ,y y x y y     . 

We know that it’s unique because   2 1 0a x    on any interval containing  0x . 

 

2 3y cx x    is a solution to     2 2 2 6 0 3 0 1, ,x y xy y y y        for ANY c. 

This is not unique, because   2
2 0 at 0a x x x  . 

 



A 2nd‐order _______________‐___________ _______________ (           ) has the form 
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These are called _________________ _______________. 

There many possible pairs of boundary 

conditions.  

A BVP could have one solution, no solutions, or 

many solutions. 

 Ex #1.   Given that     1 2sin 6 cos 6y c x c x   is a 2‐parameter family of 

solutions to the DE  36 0y y  , find the solutions with the boundary 

conditions: 
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A _____________________ DE has the form 
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Whereas, a ___________________________ DE has the form 
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To solve a non‐homogeneous DE, we will first solve the associated 

homogeneous DE. 

Assumptions: (for simplicity) 

a)  , 0,1,2,...,ia x i n  and   g x  are continuous 

b)   0na x   for every x in the interval 

 

D is called a _________________ _____________________. 
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An nth‐order Differential Operator is 
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L is linear, so  
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Therefore, y is a solution to the homogeneous DE if 
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Theorem 4.1.2:  Superposition Principle – Homogeneous Equations 

Let  1 2, ,..., ky y y  be solutions of the homogeneous nth‐order DE  
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on an interval I.  Then the linear combination 

     1 1 2 2 ... k ky c y x c y x c y x     

where the  , 1,2,...,i i kc   are arbitrary constants, is also a solution on 

the interval. 

 

Proof: 

 

 

 

 Ex #1.    2
1y x  and  2

2y x  are both solutions to  3 2 4 0x y xy y     

on the interval   0, .  By the superposition principle, 

2 2
1 2 lny c x c x x   

is also a solution. 



 

In other words, a set of functions in linearly independent if the ONLY 

constants for  

 

are  1 2 ... 0nc c c     

Linear dependence for two functions simply means one can be written as a 

constant multiple of the other. 

 

Examples: 

   1 sin 2f x x  and   2 sin cosf x x x  

 

 

 

 1f x x   and    2f x x  

 

 

 



 Ex #2.   Show  2
1 2andy x y x   are linearly independent on (‐2,2). 

 

 

 

 

 

 Ex #3.   Show that   2 2 2 2
1 2 3 4cos , sin , sec , tany x y x y x y x     are 

linearly dependent on  ,
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So, when  1 2, ,..., ny y y  are solutions on I,   1 2, ,..., nW y y y  is either  

 identically zero (linearly dependent solution), or 
 never zero on the interval (linearly independent solution) 

 

 

 



 Ex #4.   Use the Wronskian to determine whether the following solutions 

are linearly independent or linearly dependent.  Assume they are solutions.   

a)    1 2cos 2 , sin 2y x y x   for   4 0y y  . 

 

 

 

 

 

 

b) 2
1 2 3, ,x x xy e y e y e     for  2 2 0y y y y      . 
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py here is a particular solution free of arbitrary parameters. 

For example,  3py   is a particular solution of  9 27y y   

Proof: 

 

 

 

 

 

 

 

 

So the general solution of a nonhomogeneous linear equation consists 

of two functions:  

 cy x  is called the _____________________ ____________________. 



 

(time‐permitting) 


